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Objetivo

Método de Lagrange

L
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Agenda:

o Caracteristicas del algoritmo.
@ Ejemplo numérico.

@ Teorema de la existencia y
unicidad del polinomio
interpolador.
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Caracteristicas del algoritmo

L
Método de Lagrange
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Sea f € C|xg,xy] una funcidn de la cual solo se conocen n + 1 puntos
(z4,v;), con 0 < i < n.

El polinomio de grado n que pasa por los n + 1 puntos y aproxima a f en
[0, xy,] puede expresarse como la suma de n + 1 polinomios de grado n.
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Sobre la interpolacién

L

Definicién Método de Lagrange SEimEE

2021-11-02

La funcién y = P(z) interpola los puntos (o, vo), (z1,Y1),- - (Tn, Yn) Si
P(x;) =y; paracada 0 <i <mn.

7

6

Mayra L. Diaz Sosa, 834074@pcpuma.acatlan.unam.mx Interpolacién polinomial



Interpolacién polinomial

Método de Lagrange

Puntos a considerar
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Se debe tener claro que:

@ P debe ser una funcién, de manera que las x; deben ser distintas
entre si.

@ Sin importar el nimero de puntos siempre existe un polinomio que
pasa por ellos.

© Interpolar es lo inverso de evaluar

Evaluar: P(z;) = (x4, yi)-
Interpolar: (z;,vy;) — P(z).

@ Los polinomios son facilmente implementados por las computadoras.
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Cdémo se construye el polinomio interpolador de Lagrange

L
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2021-11-02

Sea f € Clzg,xy] una funcién de la cual sélo se conocen n + 1 puntos:
(zi,y;) 0 <i<mn.Supongamos que existe un polinomio de grado n que
pasa por los n + 1 puntos cuya forma es:

P(x) = boa"™ + biz" ' + bea™ 2 + -+ + by_17 + by,
Este polinomio puede expresarse como la suma de n + 1 polinomios:

P(z) =ap(z — z1)(z — x2) -+ (x — xp)
+ai(z —xzo)(x —22) - (T — p)

+as(z —zo)(x —21) - (T — mp)

+an(x —z0)(x —21) - (T — Tp1). (1)
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Cdémo se construye el polinomio interpolador de Lagrange
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Si & = x( entonces

P(x0) = ao(zo — z1)(z0 — 22) - - (T0 — Tn) = Yo-
Yo
(o — x1) (w0 — 22) -+ (X0 — Tn)

ag =

De manera analoga se sigue que

Y1
al =
(1 —z0)(z1 —T2) -+ (71 — )
Yn
ap =

(T — x0)(Tpy — 1) -+ (T — iL'n—l)'
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Cdémo se construye el polinomio interpolador de Lagrange
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Al sustituir todas las a; en (1), tenemos que el polinomio de Lagrange de
grado n para los datos {(z;,v;) : 0 <i<n} es

n n

Pa) =3 | I] Hy
i=0 |j=0,#i " J
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El algoritmo en accién
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Ejemplo:
@ Encuentra el polinomio de Lagrange de grado 2 que pasa por
{(07 1)7 (27 2)7 (37 4)}
o Obtén P»(2.5).
Solucién: En este caso

I [ IO e ) [ G )
Fa(w) (w0 — @1)(z0 — w2) (z1 4’$0)($1“'$2)y1
(x — xo)(x — 1)
o2 o)z o)™
_1 271 1
_2x 2x+ .

25 10 8 23
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Un resultado importante
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ST — |_Método de Lagrange
Sean (20,Y0),- - -, (Tn,yn), n+ 1 parejas de puntos con distintas x;.

Entonces existe un y solo un polinomio P de grado n o menor que

satisface P(z;) = y; parai=0,...,n.

Demostracion: La existencia ha quedado probada durante la construccién
del polinomio interpolador de Lagrange. Supongamos que existen dos
polinomios de grado n, P(x) y Q(z), que interpolan los n + 1 puntos:

P(xg) = yo = Q(w0)
P(r1) =31 = Q(11)
P(z2) = y2 = Q(z2)
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Un resultado importante (Continuacién)
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Si se define el polinomio H(x) = P(x) — Q(x), es claro que éste también
es de grado n y que tiene n 4 1 ceros:

H(zo) = H(z1) = H(z2) =--- = H(z,) =0.

De acuerdo con el teorema fundamental del dlgebra, un polinomio de
grado k tiene a lo mds k ceros distintos a menos de que se trate del
polinomio idénticamente igual a cero. De manera que H(x) es dicho
polinomio, lo que implica que existe un tnico polinomio de grado a lo mas
n que interpola los n + 1 puntos.

0.
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O sea...
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Ejemplo: Encuentra un polinomio de grado 3 o menor que interpole

{(070)’ (17 1)7 (27 2)7 (_17 _1)}-

Solucién:
B (r —x1)(x — x2)(x — x3) (x — zo)(x — z2)(x — x3)
Pla) (w0 — 1) (w0 — x2)(zo — 23) " (21 — w0) (w1 — @) (w1 — a3) "
(x —xo)(x — 1) (x — x3) (r —xo)(x — z1)(x — 22) y
(w2 — mo) (w2 — 1) (2 — 23) (23 — w0) (w3 — 1) (w3 — 72)

Por el teorema anterior, no hay polinomios de grado 2 6 3 que pasen por
los cuatro puntos.
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En sus marcas, jlistos? ... jFuera!
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