I nter pO I ac | O’ n p (o] | | nom ia | Interpolacion de Chebyshev (Parte I)

Interpolacién de Chebyshev (Parte 1)

2021-11-18

ANALISIS NUMERICO

Mayra Lorena Diaz Sosa
834074Q@pcpuma.acatlan.unam.mx

=
>

G N AR
A )

il

ACATLAN

Mayra L. Diaz Sosa, 834074@pcpuma.acatlan.unam.mx Interpolacion polinomial


834074@pcpuma.acatlan.unam.mx
834074@pcpuma.acatlan.unam.mx

Interpolacién polinomial

Objetivo

Interpolacién de Chebyshev (Parte 1)

L
Objetivo

2021-11-18

Agenda:

o El fendmeno de Runge.

@ Teorema de minimizacion del
error de interpolacién en [—1,1].

@ Ejemplo numérico.
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El error de interpolacién

Tenemos que el error de interpolacién en [xg, x,] se calcula como

x) — x—;(")cnx—x-
)~ Fale) = g V@ I -0

donde ¢ € (xp,2,). Y, en [—1,1], el error maximo estd dado por

mix |f(z) - Pale)| = —

(n+1) ) ’
_1<z<1 (n+1)! —%%Sl ‘f (e)] _max

Para controlar el error podemos:
© Agregar puntos para construir el polinomio interpolador.

@ Redistribuir los puntos.
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El fenémeno de Runge

Runge observé en los extremos del intervalo una pronunciada oscilacién de
polinomios interpoladores de alto grado construidos a partir de puntos
uniformemente espaciados:

lim |f(x) — P,(z)] = 0o (fendmeno de Runge).

n—o0

fla)=

1
o G047

Pi(z)
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Polinomios de Chebyshev
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Chebyshev demostré que, en [—1,1],
la oscilacién se minimiza si se
escogen los puntos de forma que

H (v —x) = %TnJrl(x)

donde T,,11(z) es el polinomio de
Chebyshev de grado n + 1.
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Polinomios de Chebyshev

Algunas propiedades de dichos polinomios en [—1, 1]:

1.

Toy1(x) = 22T, (x) — Ty—1(x), donde Ty(z) =1y Th(z) = =.

2. Su grado es n + 1; y su coeficiente principal, 2.
3.
4. Su representacion trigonométrica estd dada por

Tpi1(1) =1y Ty (=1) = (=1)"*

Tht1(x) = cos(n + 1)y = cos(ny) cos(y) — sen(ny) sen(y)

donde y = arccosx.

max_j<z<1 |[Tnt1(x)| =1 ya que Ty41(z) = cos(y) para toda y.
Todas las raices de T),+1(x) , se encuentran entre —1 y 1, son la
solucién de cos ((n + 1) arccos(z)) = 0y tienen la forma

abscisas que se conocen como nodos de Chebyshev en [—1,1].
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Polinomios de Chebyshev
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7. Tpy1(x) alterna entre —1y 1 un
total de n + 2 veces.

8. Th+1(x)/2™ es ménico y, como
las raices de T,,11(z) son reales,
se puede escribir como

(x —zo)(x —21) -+ (x — p)

siendo x; los nodos de
Chebyshev.
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Minimizacion del error de interpolacién

Teorema
La seleccién de los valores —1 < xg,...,x, < 1 que hacen que el valor de

—1<z<1

n
max ’ (x — ;)
=0

sea lo mds pequeno posible es:

(2i+ 1)m

T; = CcOS 20n+1) , 1

=0,1,...,n,
y el valor minimo es 2% De hecho, el minimo es alcanzado por

(0= 20)(@ —21) -+~ (2 = n) = 5 T (2).
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Minimizacion del error de interpolacién

2021-11-18

L
Demostracién: Supongamos que existe P, 1(x), un polinomio ménico con Interpolacién de Chebyshev (Parte I)
un méximo absoluto menor a 5 en [—1,1],
1

Pra(@)] < 5
Como T),4+1(x) alterna n + 2 veces entre —1 y 1, en dicho intervalo la

diferencia Toor(2)
T
Tnta(z) — %

Tn+1

es alternadamente positiva y negativa. Por lo tanto, P11 — =52 tiene
n + 1 raices. Esto contradice el hecho de que
Tn+1(x)
2TL
constituye un polinomio de grado menor o igual a n.

Tt1(z) —
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El teorema en accién

Ejemplo:
a) Encuentra los nodos de Chebyshev para construir un polinomio
interpolador de grado 4 en [—1,1].

b) Encuentra la cota maxima del error entre f(z) = e® y el polinomio de
grado n = 4 construido con nodos de Chebyshev.

Solucién: Para el inciso a) como

2i4+ 1) .
T; = COS ! ,1=0,1,2,3y4,
2(n+1)
_ s _ 3T _ 5w _ Vs
tenemos que zp = cos {5, 1 = COS I, T2 = COS 75, T3 = COS 15, Y
uzcos%.
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El teorema en accién
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p(x) = 0.04x"+0.18 x> + 0.5 %%+ x + 1

) = €
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El teorema en accién

Para el inciso b) tenemos que

4
f(x) — Py(z) = H (v — ;)
=0

con c € (—1,1).

Por el teorema de Chebyshev, se sabe que ‘H?:o (x — ;)

—1<2<1.Y, ademés, | f®)| < el en [-1,1].
Entonces, en este caso:

LN ~ 0.00142

7(2) ~ Pa(e)| < e’ o

para toda z en [—1,1].
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