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Agenda:
@ Definicién de spline clibica y sus
propiedades.

@ SEL asociado a la construccién
de una spline cubica.

@ Ejemplo numérico.
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Las curvas o splines son una alternativa a la interpolacién de datos. En

lugar de ocupar una férmula Gnica para construir un polinomio que pase
por una serie de puntos, usan varias férmulas.

De manera que una spline cibica es un conjunto de polinomios clbicos

construidos a partir de n + 1 puntos (29, %0), - - -, (Tn, Yn)-
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Comencemos por explorar splines lineales. Supongamos que contamos con
una serie de puntos {(z;,y;) : 0 <i <n} donde g < x; < --- < z,. Una
spline lineal se compone de los n segmentos de recta que unen a los
puntos vecinos (x;, ¥i), (Tit+1, Yit+1)-

T
6

5
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Definicién
Una spline cubica (SC), s(z) a través de los puntos (29, %0), - - - (Tn, Yn)
es el conjunto de polinomios clbicos:

si(x) =yo+bi(z —x0) + c1(x — :co)2 + di(z — m0)3 en [xg, z1].

so(x) = y1 + ba(x — 1) + ca(x — z1)% + da(x — x1)3 en [z1,x9).

Sn(x) = Yn—1 T bn(x - xn—l) + Cn(x - xn—l)Q

+ dp(x — xn_1)3 en [Tp_1,Zn).

donde todas las x; son distintas entre si, xg < 1 < ... < xp y...
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Definicién (Continuacidn)
1. La SCinterpola los puntos dados.

Sit1(zi) = ¥i ¥ 8i+1(®it1) = Yi+1,4=0,...,n — 1.

2. Las pendientes de las partes adyacentes de la SC a concordar en los
puntos donde se encuentran son uniformes.

Si(wi) = si 1 (x;) para i=1,...,n—1.
3. La curvatura de la SC es uniforme.

i (z;) = s (@) parai=1,...,n— 1.
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Ejemplo: Verifica que

s1(z) =2 — E(gz: — 1) +0(x—1)*+ §(:c —1)3en [1,2].

8 8
so(@) = 14 i(x P %5(:13 P g(ac — ) en [2,4].
sg(x) =4+ %(w —4) — %5(1‘ —4)? + %(w —4)3 en [4,5)].

es una spline ctibica para los puntos (1,2),(2,1), (4,4), (5,3).
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Solucién:
Propiedad 1)
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L
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por lo cual
1 , 1
si(z1) = 51(2) = 1 y sa(z1) = $5(2) = 1
1 / 1
sh(x2) = s5(4) = 1Y s3(x2) = s3(4) = 1
Propiedad 3)
30
(o) = S —1)
30 30
"
=———(x—2
s () 3 3 ( )
30 30
1
——+—(r—4
fo) =% + S -9
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Por lo cual
15 15
sl(z1) =51 (2) = < sh(zq) = s4(2) = -
15 15
sh(x2) = s5(4) = —— y sf(w2) = s§(4) = ——.

Como s(x) cumple las tres propiedades, entonces s(x) es una SC.
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Las condiciones impuestas por la definiciéon de SC constituyen un SEL
indeterminado:

(P1) siy1(zip1) = yir1  (n ecuaciones).

(P2) si(x;) = s, (x;) (n— 1 ecuaciones).

(P3) si(x;) = s 1(x;) (n— 1 ecuaciones).

El SEL es de 3n — 2 ecuaciones con 3n incégnitas (los tres coeficientes de
cada s;(z)).
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Para volver al SEL determinado se anaden dos restricciones mas
denominadas condiciones de los extremos.
SC natural

4 Se permite que la SC tenga un punto de inflexién en cada extremo del
intervalo.

s{(z0) =0y s (xy) = 0.

Ejemplo: En el ejemplo anterior,
(1) =0y (5) = 0.

por lo que se trata de una SC natural.
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Considerando las dos restricciones de la Propiedad 4, se tiene un SEL de
3n ecuaciones con 3n incégnitas que permite hallar los coeficientes de la
SC.

El SEL para una SC natural estd dado porAc = b donde

1 0 0 0 0 0 0 0

01 2((51 + 52) 09 0 O 0 0 0

4 0 ) 2(024+d3) 03 O 0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0 . On—1 2(0n—1+06n) On

0 0 0 0 0 0 0 1
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- T
C= (017627035 D 7cnacn+1) )

- ACRENVAN| Az Ag An Ap
F— 0,3(52 51),3((53 52)3(5 5n_1),0

y los valores &;, A;, d;, b; estan dados por las siguientes ecuaciones

T

0 = T — Ti1, Di = Yi — Yi—1,

Cit1 — Ci A 1
- L _ Z5:(2¢ )
d; 35, y b; 5, 35z( ¢ + Cz—f—l)
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Ejemplo: Encuentra la SC natural que pasa por {(1,2),(2,1), (4,4), (5,3)}.
Solucién:

h=x1—20=1, Ar=y1—y =—1,
do=x0—21=2, Do=ys—y1 =3,
d3=x3—w2=1, Azg=y3—y2=—1.

El SEL queda de la siguiente forma:

100 0\ [a 0
16 20| el | 152
026 1] |es]” |—-15/2
000 1) \e 0
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En este caso,

c1 =0, 62—§, 03:—%5, cy = 05
h= 623;161 B g’ b2 = C33;262 - _2’ ds = 6435363 - g’
y
blzﬁf—;51(201+02)=—1§, 2 = ?22 —§52(202+C3)=i
bs = ?33 — %53(2@, +ocq) = i
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El algoritmo en accién =
N L _ 7
La SC buscada es S Splines ciibicas X
13 )
si(z) =2— g(x — 1)+ (0)(z —1)* + g(:c —1)3 para z € [1,2].
1 15 )
so(x) =1+ Z(x -2)+ g(w —2)% - g(:r —2)3 para x € [2,4].
1 15 , 5 ,
s3(x) =4+ Z(x —4) — g(x —4)* + g(:v —4)° para z € [4,5].
5 (4. 4)

(5.3)
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En sus marcas, jlistos? ... jFuera!
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